
2015考研数学：高斯公式计算曲面积分的技巧

来源：文都教育
    在考研数学中，曲面积分是数学（一）的重要考点之一，在往年的考试中经常出题；曲面积分也是考试难点之一，因为曲面积分的计算涉及到空间图形及其上的三重积分和曲面积分计算，这往往是很多考生感到困惑的地方。为了使大家掌握好这种方法，下面蔡老师对曲面积分计算中的一种重要方法——利用高斯公式计算曲面积分做一些分析总结，供各位考生参考。

一、高斯计算公式

高斯公式通过建立坐标曲面积分与三重积分之间的关系，将坐标曲面积分化为三重积分计算，具体说是：
定理1．（单连通区域）设[image: image1.wmf]W

是由分片光滑曲面
[image: image2.wmf]S

围成的单连通有界闭区域，[image: image3.wmf](
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在[image: image4.wmf]W

上有连续的一阶偏导数，则
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 ，其中
[image: image6.wmf]S

取[image: image7.wmf]W

的外侧；
定理2．（多连通区域）设[image: image8.wmf]W

是[image: image9.wmf](
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连通有界闭区域，外面边界曲面
[image: image10.wmf]0
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为外侧，每一个“洞”的边界曲面
[image: image11.wmf](1)
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为内侧，彼此不重叠，都在
[image: image12.wmf]0
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的内部，这些曲面都是分片光滑的，[image: image13.wmf](
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在[image: image14.wmf]W

上有连续的一阶偏导数，则
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注：每个“洞”的内侧，对于区域[image: image16.wmf]W

而言就是外侧（“洞”的内侧是在[image: image17.wmf]W

之外），如同平面上有“洞”的有界闭区域的边界曲线上的方向，在内部的“洞”的边界上是顺时针方向，而在区域的最外层的边界上是逆时针方向，二者方向正相反。
二、高斯公式使用方法

高斯公式的使用条件和方法：

如果曲面
[image: image18.wmf]S

必须是分片光滑的有界闭区域，并且
[image: image19.wmf],,

PQR

在[image: image20.wmf]W

上无奇点（连续可偏导），则可以直接运用高斯公式；

如果曲面
[image: image21.wmf]S

不是闭区域，可以通过加面将其扩展为闭区域，但加面后的闭区域不应含奇点；

如果函数
[image: image22.wmf],,

PQR

在[image: image23.wmf]W

上有奇点，则可以加圈包围奇点，然后在加圈后形成的新的闭区域上运用高斯公式。

将曲面积分化成三重积分后，三重积分应该是比较容易计算的，否则不适合用高斯公式。

三、典型例题
例1. 设
[image: image24.wmf]W

是由锥面
[image: image25.wmf]2
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与半球面
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围成的空间区域，
[image: image27.wmf]S

是
[image: image28.wmf]W

的整个边界的外侧，则
[image: image29.wmf]òò
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注：2005年数一（4）
解析：本题
[image: image30.wmf]S

是封闭曲面且取外侧，自然想到用高斯公式转化为三重积分，再用球面（或柱面）坐标进行计算即可.
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 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf]3

dxdydz

W

òòò

=
[image: image33.wmf]2

23

4

000

2

3sin2(1).

2

R

dddR

p

p

rrffqp

=-

òòò

   
或者
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例2. 设曲面
[image: image38.wmf]S

是
[image: image39.wmf]22
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的上侧，则
[image: image40.wmf]2
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注：2008年数一（12）
解析：（用高斯公式）作辅助面
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，取下侧。则由高斯公式得
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由对称性得
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故
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 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]drrdr
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例3. 计算曲面积分
[image: image49.wmf](
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，其中
[image: image50.wmf]S

是曲面
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的外侧。

注：2014年数一（18）

解析：（用高斯公式）
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，其中
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由于被积函数及其偏导数在点（0，0，0）处不连续，在
[image: image59.wmf]S

内作封闭曲面
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，由高斯公式可得
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上面就是考研数学（一）中的关于利用高斯公式计算曲面积分的方法之分析总结，供考生们参考借鉴。在以后的时间里，老师还会陆续向考生们介绍考研数学中其它知识点和重要题型的分析，希望各位考生留意查看。最后预祝各位学子在2015考研中取得佳绩，成功实现自己的人生梦想。
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